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Изложен алгоритм решения системы диофантовых уравнений для дисперсионной функ-
ции четырех волнового нелинейного резонанса. Определена группа симметрий модели. 
Рассматриваются как асимметричные, так и симметричные решения. Для множества 
асиметричных решений предложен эффективный алгоритм, а множество симметрич-
ных решений описано в виде серий решений, заданных параметрически 
Введение  
Изучение явления нелинейного вол-
нового резонанса – одна из наиболее важ-
ных и быстро развивающихся областей 
современной нелинейной динамики. Для 
интеграции исследований в этой области 
на основе информационно-
коммуникационных технологий в январе 
2009 г. был начат совместный украинско-
австрийский проект «Разработка сим-
вольных методов и веб-технологий для 
виртуального центра вычислений нели-
нейных резонансов» (проект CENREC)  
http://cenrec.risc.uni-linz.ac.at/portal/. 
Исполнители проекта – НИИ сим-
вольных вычислений, университет Кепле-
ра, Линц, Австрия, и НИИ информацион-
ных технологий, Херсонский государст-
венный университет, Украина.  
Основная цель проекта CENREC – 
создание веб-портала виртуального цен-
тра вычислений задач нелинейного резо-
нанса как интернационального открытого 
источника информационных ресурсов на-
учного и учебного назначения. Более де-
тально архитектура и функциональность 
портала CENREC как ресурса научного и 
учебного назначения см. в [1, 2]. 
Одна из основных задач проекта – 
создание мощной библиотеки программ-
ных средств, решающих основные задачи 
теории нелинейных резонансом. Эта биб-
лиотека включать в себя как ранее разра-
ботанные в различных средах программы, 
так и новые программы, которых реали-
зованы эффективные алгоритмы.  Таким 
образом, разработка новых, эффективных 
алгоритмов решения задач нелинейного 
резонанса для многих практически важ-
ных случаев – одна из основных задач 
проекта.  
Оказывается, что наиболее трудоем-
кой с вычислительной точки зрения явля-
ется задача решения системы диофанто-
вых уравнений для дисперсионной функ-
ции [3, 4]. Реализации алгоритмов реше-
ния этой задачи для двухмерной волны, 3-
х и 4-х волнового резонанса посвящены 
работы [5 - 8]. Более полная библиогра-
фия по теории нелинейного резонанса со-
держится на портале CENREC. В настоя-
щей работе описывается эффективный 
алгоритм решения задачи вычисления 


















+=ω = .)( 4/122 nm +  
Система уравнений для дисперси-
онной функции в задаче 4-х волнового 
нелинейного резонанса имеет вид  
4321 kkkk +=+ ,                   (1) 
)()()()( 4321 kkkk ωωωω +=+ ,           (2) 
],[, maxmax DDnm −∈ .             (3) 
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Требуется найти все 4321 ,,, kkkk  с 
целочисленными координатами, удовле-
творяющие (1)-(3). Таким образом, нужно 
найти все решения системы диофантовых 
уравнений (1), (2) на симметричном от-
резке ],[ maxmax DD−  множества целых чи-
сел. Несколько модификаций алгоритма 
решения этой задачи изложены в [5 - 8]. 
Как мы покажем далее, множество всех 
решений задачи можно классифицировать 
как множество асимметричных решений и 
множество так называемых симметрич-
ных решений. Симметричные решения 














Подстановка этих значений в (1), (2) 
превращает эти уравнения в тождества. 
Наряду с симметричными решениями су-











С физической точки зрения асим-
метричные решения представляют гораз-
до больший интерес, чем симметричные. 
Однако алгоритмы, описанные в [5 - 8] 
генерируют в смеси и симметричные, и 
асимметричные решения. Поскольку чис-
ло симметричных решений очень велико, 
это приводит к существенному увеличе-
нию времени работы программы. Кроме 
того, анализ результатов ее работы суще-
ственно усложняется. Таким образом, во-
первых, возникает задача построения ал-
горитма, который генерирует только 
асимметричные решения. Во-вторых, воз-
никает задача описания всех симметрич-
ных решений в виде серий, заданных па-
раметрически.  
1. Группа симметрий модели  
(1)-(3) 
Определение 1. Определим группу 
symG  симметрий системы уравнений (1), 
(2) на области (3) следующим образом: 
1. Элементом группы симметрий 






































s ,             (4) 
т.е. каждый элемент второй строки – пе-
рестановка элементов первой строки, в 
которой перед переменной допускается 
знак плюс или минус. 
2. Элемент группы симметрий, 
примененный к модели задачи, удовле-
творяет этой модели. 
3. Параллелограммы (неупорядо-
ченные четверки точек) с вершинами 
),(),,(),,(),,( 44332211 nmnmnmnm , 
и  
),(),,(),,(),,( 44332211 srsrsrsr , 
различны. 














удовлетворяет условиям 1 – 3. 
Описание группы symG . Нетрудно 
видеть, что условиям (1)-(3) определения 
1 удовлетворяют следующие преобразо-
вания плоскости:  
1. Поворот плоскости на прямой 
угол. Группа поворотов содержит 4 эле-
мента, перечисленные ниже: 
:α (m, n)  (-n, m)// поворот на 2pi  
:2α (m, n)  (-m, -n) 
:3α (m, n)  (n, -m) 
:4 e=α (m, n)  (m, n) 
2. Симметрии плоскости относи-
тельно осей OX и OY. Эти группы имеют 
порядок 2. Неединичные их элементы 
описаны ниже: 
:β (m, n)  (m, -n) // OX симметрия 
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:γ (m, n)  (-m, n) // OY симметрия 
3. Симметрии плоскости относи-
тельно биссектрис первой-третьей и вто-
рой-четвертой четвертей (прямых x=y, 
x=-y). Эти группы также имеют порядок 
2. Неединичные их элементы описаны 
ниже: 
:δ (m, n)  (n, m) // x=y симметрия 
:ε (m, n)  (-n, -m) // x=-y симметрия 
Множество элементарных преобра-
зований плоскости образует группу сим-
метрий 8-го порядка, называемую груп-
пой диэдра. (рис. 1) 
Утверждение 1. Пусть знаковая 






,  (5) 
где symG∈σ  и 4321 ,,, KKKK  удовлетворя-
ет модели (1),(2). Тогда четверка 
)(),(),(),( 4321 KKKK σσσσ , 
















Рис. 1. Группа симметрий модели (1)-(3) 
(группа диєдра). Орбита точки ),(0 nmK  
Утверждение 2. Пусть знаковая 
подстановка имеет вид (4) и четверка 
4321 ,,, KKKK  точек удовлетворяет (1), 
(2). Тогда четверка 
),(),,(),,(),,( 44332211 srsrsrsr  имеет вид  
)(),(),(),( 4321 jjjj KKKK σσσσ , где под-
становка ),,,( 4321 jjjj  переводит парал-
лелограмм 4321 ,,, KKKK  в себя. Эта 
группа описывается образующими 
А1 А2, А3  А4, (A1, A2)  (A3, A4). 
Таким образом, группа symG , опре-
деленная как группа «знаковых» подста-
новок координат четверки точек, является 
группой диэдра.  
Отметим, что в определении группы 
symG  мы не учитываем еще одного оче-
видного преобразования симметрии – 
растяжения плоскости 
NCCnCmnm ∈→ ),,(),( . Его несложно 
учесть в алгоритме генерации асиммет-
ричных решений. 
Определение 2. Решение 
4321 ,,, KKKK  модели (1), (2) называется 
асимметричным, если все четверки 
symGKKKK ∈σσσσσ ),(),(),(),( 4321  по-
парно различны. 
Определение 3. Решение 
4321 ,,, KKKK  модели (1), (2) называется 
симметричным, если существует такой 
элемент eGsym ≠∈ σσ , , что  
),,,( 4321 KKKK = 
= ))(),(),(),(( 4321 KKKK σσσσ . 
2. Алгоритм генерации асим-
метричных решений 
Алгоритм состоит из двух подалго-
ритмов, выполняемых последовательно. 
Первый из них генерирует таблицу q-
классов (в обозначениях [5 - 8]).  
Определение 2. Пусть ),( nmK  – 
точка плоскости. Точка K принадлежит 
(q)-классу, если  
422 qnm ⋅=+ γ ,               (6) 
где q  – натуральное число, свободное от 
4-х степеней. 
Как показано в [5], условие (2) мож-








1 qqqq ⋅+⋅=⋅+⋅ γγγγ ,      (7) 
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Число q называется классом точки 
),( nmK . Т.о., (7), (8) означает, что либо 
любая четверка точек, образующая реше-
ние задачи (1), (2), либо состоит из 4-х 
точек одного (q)-класса, либо состоит из 
из двух пар точек, принадлежащих двум 
различным классам.  
Опишем основную идею алгоритма 
генерации решений случая (7).  
1. Алгоритм генерирует попарно 
различные четверки точек плоскости 
),,,( 4321 KKKK  одного (q)-класса в пер-
вом октанте плоскости: yxyx ≥≥≥ ,0,0 , 
такие что 0, 312431 ≥−−=− qqqqqq . 
Таким образом, удовлетворяется ус-
ловие (7), а вместе с ним и условие (2). 
Легко видеть, что эти условия инвариант-
ны относительно преобразований группы 
symG . 
2.  Для каждой четверки 
),,,( 4321 KKKK  находятся все такие чет-
верки вида 
symi GKKKK ∈σσσσσ )),(),(),(),(( 44332211 , 
что 
)()()()( 22443311 kkkk σσσσ −=− .      (9) 
Выполнение этого условия означает 
выполнение условия (2). Тогда, ввиду то-
го, что поиск осуществляется в одном (q)-
классе, и базовая четверка попарно раз-
личных точек ),,,( 4321 KKKK  выбирается 
из первого октанта, найденные четверки  
symi GKKKK ∈σσσσσ )),(),(),(),(( 44332211
 
также попарно различны и образуют 
асимметрическое решение. 
Положим e=1σ . Это означает, что 
первая точка всегда выбирается из перво-
го октанта. Тогда алгоритм будет генери-
ровать только одно решение S  из каждых 









.      (10) 
Таким образом, условие (9) исполь-
зуется в упрощенном виде  
)()()( 2244331 kkkk σσσ −=− ,      (11) 
и перебор четверок осуществляется в виде 
symi GKKKK ∈σσσσ )),(),(),(,( 4433221 . 
На первом этапе (подалгоритм 1) 
выполняются следующие шаги: 
1. Сформировать: 
1.1. массив P всех простых чисел 
}2:{ 4 2maxDppP <= . 
1.2. массив P4 всех 4-х степеней 
простых чисел из массива P. 




nmA nm += . 
2.2. 4
,
:, qKq nm ⋅= γγ . 
Вычисления оформлены в виде от-
дельной процедуры, которая формирует 
таблицу TP с ключом q  и данными 
),,( γnm . Каждая строка таблицы TP – 
список, представляющий (q)-класс для 
данного числа q . Элементы списка )(q  
упорядочены по ),( nm  в том порядке, в 
котором они перечисляются в п.2. 
Отметим, что алгоритмы, описанные 
в [1 - 4], в качестве параметров двойного 
цикла используют числа q  и γ , вычисляя 
все представления результата в виде 
.
22
nm +  Можно сказать, что в этом алго-
ритме формула (6) читается справа нале-
во, и для вычисления представления чис-
ла в виде суммы квадратов используются 
довольно тонкие теоретико-числовые ре-
зультаты. В рассматриваемом алгоритме 
представление суммы квадратов в тре-
буемом виде осуществляется делениями 
на четвертые степени простых чисел. 
На втором этапе (подалгоритм 2) 
находятся все решения (13) перебором 
всех упорядоченных пар точек. 
Каждая (q) строка таблицы классов 
обрабатывается двойным вложенным 
циклом. Для каждой пары (m, n) точек Aj, 
Ak в теле цикла вычисляется  
If qj <=qk  
      
then InsertDifTable(qj - qk ,Kj,Kk )  
      
else InsertDifTable(qk  - qj ,Kk,Kj )    
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В результате каждая (q) строка таб-
лицы разностей содержит пары точек (Kj, 
Kk) такие, что qj-qk=q.  
2.1. Поиск ассимметрических 
решений 
Основная идея алгоритма заключа-
ется в следующем: алгоритм генерирует 
четверки точек плоскости ),,,( 4321 KKKK  
в первом октанте плоскости: 
yxyx ≥≥≥ ,0,0 .  
Для каждой такой четверки нахо-
дятся все ( GKKKK i ∈σσσσσ )),(),(),(),(( 44332211 . 
Из этих четверок выбираются такие, что  
)()()()( 22443311 KKKK σσσσ −=− .   (12) 
Тогда, ввиду того, что поиск осуще-
ствляется в (q)-классе, найденные четвер-
ки образуют асимметрическое решение 
)(),(),(),( 44223311 KKKK σσσσ . 
Полный перебор всех четверок оз-
начает перебор 8*8*8*8=4096 вариантов. 
Поэтому возникает необходимость в эф-
фективном алгоритме поиска решения 
уравнения (12).  
2.2. Эффективный алгоритм 
анализа решения 
Умножая обе части (12) на 11−σ , по-
лучим: )()()( 2'24'43'31 KKKK σσσ −=− . Та-
ким образом, точку 1K  в асимметриче-
ском случае можно считать принадлежа-
щей первому октанту yxyx ≥≥≥ ,0,0 . 
Перебору подлежат точки 432 ,, KKK . Да-
лее, при ei =
'σ  покоординатная запись 
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.          (14) 
Обратим внимание на первое равен-
ство системы (14). Его левая часть при 
действиях различных Gi ∈σ  может при-
нимать 4 значения: 
41414141 ,,, nmnmmmmm −+−+ .    (15) 
Учитывая, что 0,0, ≥≥≥ yxyx , 
расположим числа (15) в порядке убыва-
ния 
41414141 mmnmnmmm −≥−≥+≥+ . 
Левая часть первого равенства сис-





















































Перечисленные значения, во пер-
вых, упорядочены в каждом столбце по 
убыванию, и, во-вторых, значения в 3-м и 
4-м столбцах равны соответствующим 
значениям в 1-м и 2-м столбцах, взятым 
со знаком «минус». Поэтому упорядоче-
нию подлежат элементы первого и второ-
го столбцов. Используя эти соображения, 
легко эффективно организовать упорядо-
чение таблицы (16) и поиск пересечения 
(15) и (16). 
Предположим, что равенство 
)()()( 4433221 mmmm σσσ +=+  найдено. 
Тогда необходимо проверить равенство 
)()()( 4433221 nnnn σσσ +=+ . Легко ви-
деть, что для однозначного восстановле-
ния знаковых подстановок 432 ,, σσσ  это 
равенство должно проверяться в 8-ми ва-
риантах: )()()( 4433221 nnnn σσσ ±±=±  
(см. определение группы симметрий G). 
3. Анализ симметрических 
решений  
Алгоритм построения решений, ос-
нованный на переборе всевозможных 
четверок точек, порождаемых элементами 
группы симметрий, нуждается в анализе.  
Пусть 4321 ,,, KKKK  – четверка то-
чек первого октанта, причем алгоритм ге-
нерирует эту четверку в виде пары пар 
точек ),(),,( 2431 KKKK . Для этой четвер-
ки выполняется соотношение (2). Тогда 
логически возможны следующие случаи:  
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1. Точки 4321 ,,, KKKK попарно раз-
личны. 
2. Одна пара точек из четверки 
4321 ,,, KKKK   совпадает.  
2.а. Если 41 KK = то и 23 KK = , т.е. 
совпадают пары ),(),,( 2431 KKKK . Этот 
случай не генерируется основным алго-
ритмом. Этот случай мы рассмотрим в 
п.3.  
2.б. Если 21 KK = , пары 
),(),,( 2431 KKKK  различны. Этот случай 
генерируется основным алгоритмом, по-
скольку он перебирает различные пары 
точек. 
3. Совпадают две пары точек. Чет-
верка имеет вид ),(),,( 3131 KKKK  Соот-
ношение (2) можно переписать в виде 
)()()( 3214331 KKKK σσσ −=− .    (17) 
Ввиду линейности преобразования 
симметрии ))(()( 3'214331 KKKK σσσ −=− . 




2 , ασσσ ==  равенство (17) выполня-
ется 
3.а. Если направленный отрезок 
),( 31 KK  находится в общем положении, 
можно показать, что все решения описы-
ваются соотношением  
))(()( 31231 KKKK σασ −=− . 
Напомним, что 2α  – поворот на 
180°, а σ - произвольный элемент группы 
симметрий G . Следующие 4 случая пред-
ставляют частные случаи 3.а.  
3.б. Если направленный отрезок 
),( 31 KK  параллелен оси OX, дополни-
тельно существуют решения 
)))(),((),,(( 3131 KKKK ββ , 
)))(),((),,(( 3131 KKKK γγ . 
3.в. Если направленный отрезок 
),( 31 KK  параллелен оси OY, дополни-
тельно существуют решения 
)))(),((),,(( 3131 KKKK γγ , 
)))(),((),,(( 3131 KKKK ββ . 
3.г. Если направленный отрезок 
),( 31 KK параллелен прямой x=y, допол-
нительно существуют решения 
)))(),((),,(( 3131 KKKK δδ , 
)))(),((),,(( 3131 KKKK εε . 
3.д. Если направленный отрезок 
(A1, A2) параллелен прямой x=-y, допол-
нительно существуют решения  
)))(),((),,(( 3131 KKKK εε , 
)))(),((),,(( 3131 KKKK δδ . 
4. Совпадают по крайней мере три 
точки. Легко видеть, что в этом случае 
совпадают все 4 точки. Четверка точек 
генерируется из одной точки 1K  первого 
октанта. Поэтому возможны 3 симмет-
ричных решения: 
),,,( )5(1)4(1)1(11 KKKK , ),,,( )6(1)4(1)2(11 KKKK ,  
),,,( )7(1)4(1)3(11 KKKK
. 
3.1. Серии симметричных ре-
шений 
Случай 3.a.: 


















































   (23) 
Отметим, что серии определяются с 
точностью до преобразований группы 
.symG   
4. Алгоритм генерации реше-
ний в случае разных (q)-классов 
Предположим, что (2) в результате осво-
бождения от 4-х степеней приняло вид 
(8). Тогда из (1) следует, что существуют 
по крайней мере две пары векторов 




















































2 nmnm +=+ , 
и 
4321 kkkk +=+ . 


















Рис. 2. Прямоугольник решения в случае  
разных (q)-классов 
Рис. 2 иллюстрирует постановку 
этой задачи. Ее решение представляет со-
бой прямо угольник, который мы будем 
искать в виде XkkXkk +=+= 3214 , , где 
),( xx nmX =  – вектор с целочисленными 
координатами такой, что 13 kkX −⊥ . Из 
условия перпендикулярности следует, что 
),(),( 1331 mmnnCnm xx −−⋅= . 
Таким образом,  
)( 1314 mmCmm −⋅+= , )( 3114 nnCnn −⋅+= , 
)( 3132 nnCmm −⋅+= ,
)( 1332 mmCnn −⋅+= . 
Параметр С может принимать все значе-







Выразим векторы 4231 ,,, kkkk через 














Пусть теперь ),( baL = . Тогда 

















  (25) 
Все координаты векторов jk  – це-
лые числа, а 2/)( 31 kkL −= . Поэтому 
числа ba,  могут быть полуцелыми. Кро-
ме того, коэффициенты 21,CC  могут быть 
рациональными со знаменателем 
),gcd( bad = .  
Итак, решение задачи можно пред-
ставить в виде серии (25) з параметрами 
21,,, CCba . Заметим, что симметричные 
решения – серии (19)-(23) – частные слу-
чаи (25). Однако, серия (18), наиболее 
многочисленная, не сводится к серии (25). 
Поэтому для генерации симметричных 
решений достаточно реализовать только 
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Заключение 
Описанный алгоритм генерации 
асимметричных решений реализован на 
С++ в cреде Visual C v.7.0. В [5] приво-
дятся результаты работы одной из первых 
версий программы, решающей описывае-
мую задачу и реализованной в среде VBA. 
При 1000max =D время ее работы состав-
ляло 4.5 мин. К сожалению, мы не имели 
возможности корректно сравнить эти ре-
зультаты с нашими данными, поскольку 
технические характеристики процессора в 
[5] не были указаны. Однако, для тех же 
значений maxD  наша программа решает 
задачу менее, чем за 10 сек. Практически 
программа пригодна для использования 
даже при 3000max =D . 
Техника, используемая в этой рабо-
те, основана на построении и анализе 
группы симметрий модели (1)-(3). Она 
может использоваться для анализа и по-
строения эффективных алгоритмов для 
других задач вычисления дисперсионных 
функций. Кроме того, основная идея при-
годна и для анализа других дискретных 
моделей, обладающих нетривиальными 
группами симметрий.  
Автор выражает благодарность 
проф. Е. Карташовой, научному руково-
дителю проекта CENREC c австрийской 
стороны, за постановку задачи и полезные 
обсуждения, а также – А. Лаврику, реали-
зовавшему описываемый алгоритм.  
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